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Для минимизации липшицевых функций предлагается метод , в к о т о р о м используется поня­
тие дискретного градиента. Исследуется сходимость метода. Приводятся результаты вычис­
лительного эксперимента. 

1. ВВЕДЕНИЕ 
Работа посвящена построению численного метода для решения следующей задачи безуслов­

ной минимизации: 
f(u) — inf, ие Е„, (1.1) 

где Еп есть n-мерное евклидово пространство векторов и = (и{, ип), функция/в общем случае 
удовлетворяет локальному условию Липшица. 

Задача (1.1), когда функция/является выпуклой, изучалась многими авторами [1]-[4]. Но слу­
чай, когда функция /лишь локально-липшицева, исследован менее детально. В этом случае для 
построения численного метода минимизации используются либо обобщенные градиенты Клар­
ка [5], либо другие обобщения градиента, которые получаются из субдифференциала Кларка 
тем или иным путем [6]-[8]. В [9] доказана сходимость метода обобщенных градиентов Кларка 
со специальным выбором направления спуска в задачах минимизации липшицевых функций. До­
статочно интересный класс методов изучался в работах [10], [11]. 

В настоящей статье для построения численного метода минимизации функции/вместо суб­
дифференциала Кларка используется его непрерывная аппроксимация. Такой подход позволяет 
использовать некоторые идеи гладкой оптимизации при построении и обосновании численных 
методов минимизации липшицевых функций. 

Для построения непрерывной аппроксимации субдифференциала Кларка используется поня­
тие дискретного градиента функции/(см. [12], [13]). В методе дискретного градиента использу­
ются лишь значения минимизируемой функции. Такой метод может быть эффективным, напри­
мер, в случае, когда субдифференциал локально-липшицевой функции имеет сложный вид, а 
также в случае, когда аналитический вид таких функций неизвестен и их значения получаются с 
помощью некоторого дополнительного процесса. 

В статье приняты следующие обозначения: 
п 

{и, V) = £ " , V , 

1 = 1 ' 

есть скалярное произведение в Е„, ||м|| = (и, и)112 - евклидова норма,/(и, g) - производная функции 
/ в точке и по направлению g е Е„, ЭДи) - субдифференциал Кларка функции/в точке и е Е„. 

2. ДИСКРЕТНЫЙ ГРАДИЕНТ И НЕПРЕРЫВНАЯ А П П Р О К С И М А Ц И Я 
СУБДИФФЕРЕНЦИАЛА К Л А Р К А 

Понятие дискретного градиента введено в [12], [13]. Напомним его определение. Пусть 

5, = {ge Е„ЦЫ| = 1}, V = {ее E„||eJ = 1, j = 1, 2, ... ,n} , 
Р = {z(k)\z(K) е Е„ z(k) > ОД > 0, \-lzfr) — 0, А, — 0}, 
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/(g, a) = {ie { l , 2 , . . . , n } | | g , | > a } , 
где а е (0, п~1/2] - некоторое фиксированное число. Множество / ( g , ос) непусто для любого g Е S{. 

Определим операторы Н\ : Еп — - Е„ для / ,7=1,2 , . . . , п следующим образом: 

. Г ( g „ . . . , g 7 , 0 , . , . ,0) , если ; < а , , 
Hjg = < 

[(gb . . . , g « - i , 0 , g l 4 1 , ,..,-gy.,0, ...,;0),. -если 7 > / . 

Пусть е ( р ) = р 2 е 2 , Р % ) , г Д е Р G (0» ! ] • Рассмотрим следующие векторы: 
u!(g,e,zA,V) = и + \§-г(Х)н1еф)9 

г д е ^ Е Shee VJe 7 ( g , a ) , z e Р Д > 0 , ; = 0, 1, ...,nj*i. j 

Ясно, что # ° = 0 е. Ея для любого i = 1, 2, ..., п. Поэтому 

u{{g, е, z, X, р ) = u + Xg. 

Кроме того, из определения оператора Н\ следует, что H]g - Я - 1 g ( g е S^. Следовательно, 

u\(g, e,z,X, Р ) = u\~V{g, e,z,X, P ) . 

Если i = n, то un ( g , e, z,A,, p ) = un~1 ( g , e,z,?t ,P). 
В дальнейшем, если задано Х,0 > 0, выражения z\ < Zi и z* — 0 (zk Е Р,к — • +°°) будут означать, 

что z Д ) < z2(X) для любых X е [ 0 Д 0 ] и sup{z*(A,), X е [0, А,0]} — - 0 при к —• +«>. 
Определение 1.- Дискретным градиентом функции / в точке и е Е" будем называть вектор 

Р(и, g , е, z, X, Р) = ( Г | , ) G En ( g е Sb i е / ( g , а ) ) , координаты которого имеют следующий 
вид: 

Г] = Ч * ( А 0 * , ( Р ) Г ^ ( и Г ^ 7 = 1 , 2 , . . „ я , 

Г| = (Xgi)~l f(uXg,e,z,k?>))-f(u)- X Г / ( ^ - ^ ( ^ ) ^ ( Р ) ) 

Для фиксированных z G Р Д > 0 и р G (0, 1] рассмотрим отображение 

D0(u,z,X, Р ) = C 1 C O { V G E n | 3 ( g G S ^ e V, ie I(g,a)): v = Г1 (и, g , е, z,K Р ) } . 
Положим 

В(и) = П . c l c o U { ^ o ( M , z , X , P ) : z e ' p , z < Z o , ' X < ^ , p < P o } . 
z ( ) e Р, Х0>0, р 0 > 0 

Из непрерывности (локальной липшицевости) функции/следует непрерывность (локальная 
липшицевость) отображения и —- D0(ur z, X, р ) при фиксированных z G Р Д > 0 и Р G (0, 1 ] В ме­
трике Хаусдорфа [13]. Если функция /локально-липшицева, то многозначное отображение 
и —^ DQ(u, z, X, р ) при фиксированных z е Р Д > 0 и р G (0П] компактнозначно. В [12], [13] до­
казаны следующие две леммы. 

Лемма 1. Для любых g е Sbe е V,ie / ( g , ос), z е Р, X > 0, р > 0 имеем 

f(u + Xg)-f(u) = Х(Г\и^,е,ъХ,Р),8). (2.1) 
Лемма 2» Если функция/дифференцируема по направлению g е Sh то существует ve В(и) 

такое, что 

f(u,g) = < v , g > . j 
Лемма 3. Пусть функция / удовлетворяет условию Липшица на множестве S5(w) = {у е 

G Ел|||у - и\\ < 8}, и е t n , 8 > 0. Тогда существуют такие Z 0 G Р, А,0 > 0 и R > 0, что 
sup{|M|: v G DQ(U,ZX P ) , z e P , z < z 0 , ^ e ( 0 Д 0 ] , Р & (0, 1]} <Р. 

ДоказательствОо Для 8 > 0 найдутся такие z0 е РД0 > 0, что и\ ( g , ,̂ z, X, р ) е Sb(u) для любых 
z < z0 Д е (0, А,0], р G (0,1], ge Shee V,ie / ( g , a ) , ; = 0,1, . . . , \n j* i , Пусть L— константа Липшица 
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функции / н а множестве Sb(u). Тогда из определения дискретного градиента сразу следует, что 
|Ту | < L для любыху = 1, 2, n,ji. 

Для j = / из (2.1) с учетом неравенства |gj > а получаем, что 

|г;|<№1)" 
Таким образом, 

| / ( и + ^ ) - / ( и ) | + Л х <nL/a. 

\\V(u, g, e, z, К P) | | < (L/a)(a 2n + n2 - a1)"2 

\/geSb ее V, i e I(g, a), Z G P , Z < Z 0 , XG ( 0 Д 0 ] , р е (0, 1]. 
Обозначим R = (L/a)(a 2n + n 2 - a 2 ) 1 / 2 . Тогда получим, что ||v|| < R для любых v e D0(u, z, А,, p) 

и z e P,z<Zo,Xe (0, X 0], P G (0, 1], Лемма доказана. 
Используя отображение £>0(и, z, А,, Р), можно аппроксимировать субдифференциал Кларка до­

статочно широкого класса негладких функций. В [14] доказана следующая 
Теорема 1. Пусть f- полугладкая функция и ее производная по направлению f (и, g) полуне­

прерывна сверху по и при фиксированном g е Е„. Тогда 
д/{и) = В(и). 

Следствие 1. Пусть выполняются все условия теоремы 1. Тогда для любого £ > 0 существуют 
z0e Р Д 0 > 0 и р 0 > 0 такие, что для любых z е Р, z < Zo Д е (0, А,0), Р е (0, р0) 

H(df(u),D0(u, z, ^ Р ) ) < е , (2.2) 

где 
Н(А,В) = m a x { m a x m i n | | w - v | | , m a x m i n | | w - v | | } , 

w е A v е 5 ve В. ие А 

А , В с Е „ - метрика Хаусдорфа. -
Обозначим 

Э/(и + 5 5) = и { Э / Ы , у € 5 6 ( и ) Ь 
где5 5 = 55(0). 

Пусть и е Е„ - любая точка и в этой точке функция/удовлетворяет следующему условию: для 
любых е > 0, |И > 0 найдутся такие z0 е Р Д 0 > 0, Р р > 0, т > 0, что 

D 0 ( y , z , ^ P ) e 3 / ( W + 5 e) + ̂  (2.3) 
при любых у е Sx(w), ze P,z<z^,Xe (0, А,0), р е (0, ро). 

В дальнейшем рассматриваются только те функция, которые удовлетворяют локальному ус­
ловию Липшица и для которых верно соотношение (2.3). Соотношение (2.2) показывает, что 
класс таких функций достаточно широк. 

3. ПОСТРОЕНИЕ НАПРАВЛЕНИЯ СПУСКА 
МИНИМИЗИРУЕМОЙ Ф У Н К Ц И И 

Обратимся к построению направления спуска минимизируемой функции. Сначала докажем 
следующую лемму. 

Лемма 4. Пусть в точке и е Е„ для заданных ze Р Д > 0, Р > 0 и 8 > 0 выполняется неравен­
ство 

m i n { | M | : v e Д > ( и , г Д , Р ) } > 5 . 

Тогда^существует g° е S{ такое, что 
,f(u + Xg°)-№<-Xb. 

Доказательство. Пусть v° е D0(u, z, К Р) таково, что 
||v°|| = m i n { | M | : v е D0(u,z,X, Р)} > 5. 

Обозначим g° = -||v°|| - 1v°. Так как D0(u, z, X, Р) - компактное и выпуклое множество, то 
max«v, g°), ve D„(M, z, X, p)} = -|Ы1 < -5 . 
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Отсюда и из (2.1) имеем 

f(u + Xg°)-f(u) = X(Tl(u, g°, е, z, X, (3), g°) < Xmax{ (v, g°), v G D0(U,Z,X, P)} = -X\\v°\\ < Д 8 . 
Лемма доказана. 

Лемма 4 указывает способ вычисления направления убывания функции. Для этого необходи­
мо решить следующую задачу минимизации: 

||v|| — m i n , VG D0(u, z, X, p). (3.1) 
В общем случае вычисление множества D0(uyz, X, р) достаточно трудно. Поэтому решить задачу 
(3.1) не всегда представляется возможным. Учитывая это, задачу (3.1) можно заменить более 
простой: 

| М | — m i n , vG D , (3.2) 

где множество D получается путем "последовательного улучшения" аппроксимации множества 
D0(u, z, X, р) и при этом D cZ)0(w, z, X, р). Множество D является выпуклой оболочкой конечного 
числа точек. Поэтому (3.2) является задачей квадратичного программирования. Для решения за­
дач типа (3.2) разработаны специальные алгоритмы (см. [15], [16]). 

Для построения направления убывания функции/предлагается следующий 

Алгоритм 
Пусть заданы z G Р Д > 0, р G (0,1], некоторое число с е (0,1) и достаточно малое число 8 > 0. 
Шаг 1, Взять любые g 1 е Su е е V, i е I(g\ ос) и вычислить дискретный градиент v[ = Р'(и, g 1 , 

€, z, X, р). Положить D\ (и) = {v{}. Пусть уже построено множество Dk (и). 

Шаг 2. Вычислить вектор \\wk\\ = minllMl: we Рь(и)}. Если 
1 И | < 8 , (3.3) 

то останов. 
Шаг 3. Вычислить направление gk + 1 = -Ни^Н^мА 
Шаг 4. Если 

j{u + Xgk^)-j(u)<-Xc\\w% ; (3.4) 
то останов. 

Шаг 5. Вычислить дискретный градиент v * + 1 = P'(w, gk + \ е, z, X, р), i е I(gk+l, ос), построить 
множество Djc + 1 (и) - со { D k (и) u {v* + * ) } , положить к:=к -м 1 и перейти к шагу 2. 

Сначала покажем, что если не выполняются оба условия для прекращения работы алгорит­
ма, то новый дискретный градиент v * + 1 g Dk (и), т.е. алгоритм позволяет улучшить аппроксима­
цию множества D0(u, z, X, р). Действительно, в этом случае ||vtA|| > 8 и/(и + Xgk+1) - Д а ) > -Xc\\wk\\ 
и поэтому из (2.1) получаем, что -

f(u + Xgk+i)-f(u) = \(r\u,Hk+\e,z,X,V),gk+>) = X(v+\gk + i)>-Xc\\wk\\. 
Отсюда имеем 

/ к+\ кК II *|| 2 

(v ,w)<c\\w || . (3.5) 
С другой стороны, так как wk = argmin{||w||: w е Dk(u)}, то из необходимого условия для ми­

нимума следует,- что для любого w е Dk (и) 

(wk, w - wk) > 0, 
или • ' 

Тогда отсюда и из (3.5) получаем, что v k + l & Dk(и). 
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Теперь покажем, что описанный алгоритм является конечным. Для этого достаточно полу­
чить верхнюю оценку числа т вычисленных дискретных градиентов, после которых выполнится 
неравенство 

1К11<5. (3.6) 
Ясно, что при произвольном t G [0,1] 

i k + f < i ^ + i

+ ( i - o w f , 
или 

IIw II < ||и> || + 2t(w , v -w)+t\\v к + 1 к - W 
Из леммы 3 следует, что существует R > 0 такое, что | | v * + 1 -wk\\ < 2R. Тогда, учитывая нера­

венство (3.5), имеем 

|к + 1||2<|ИГ--2г(1-с)|Н|2
 + 4г 2Л 2 . ' 

При t = (1 - c)(2R)-2\\wk\\2 е (0,1) получаем 

•Uk + Tuil-[(l-c)(2R)-lM]2}M2. (3.7) 
Для заданного 8 е (0, R) подсчитаем верхнюю оценку числа т вычисленных дискретных гради­
ентов, после которых выполнится неравенство (3.6). 

Из (3.7) и условия llw^H > 8 (к = 1, 2, т - 1) получаем неравенство 

| v / + , | | 2 < { l - f ( l - c ) ( 2 / ? ) - l 8 j 2 } | | H l 2 . . 
Обозначим г = 1 — [(1 — c)(2R)~{8]2. Ясно, что г е (0, 1). Следовательно, 

1И2<т|к-1|Г<...<г т-1|к1||2<г г а- ,/г2. 
Если г"1' lR2 < 82, то выполняется также неравенство (3.6) и поэтому 

m < 2 1 o g 2 ( S / P ) / l o g 2 r + l . 
Таким образом, доказана 

Теорема 2. Пусть функция/, определенная на Еп, удовлетворяет локальному условию Лип­
шица, число R > 0 таково, что в точке и е Е„ для заданных ze Р, X > 0, (3 е (0, 1] 

max{||v||: ve D0(u, z,K$)} < R 
и с e (0,1), 8 e (0, R)-заданные числа. Тогда максимум за т шагов в алгоритме для вычисления 
направления спуска выполнится одно из условий (3.3), (3.4), где 

m<21og 2 (8 /P) / log 2 r + 1, г = 1 - [ ( 1 - с ) ( 2 Д ) - 1 8 ] 2 . 

4. О П И С А Н И Е АЛГОРИТМА И ИССЛЕДОВАНИЕ ЕГО СХОДИМОСТИ 
Для решения задачи (1.1) предлагается следующий метод с использованием отображения 

D0(u, z, X, р). 
Пусть заданы последовательности {8*}, {zk}, { , {р*} (8* > 0, zk е Р, Хк > 0, р* > 0, 8* — - 0, 

zk — - 0, Хк — • 0, Р^ — 0 , к — + ° ° ) , число с е (0,1) и любая начальная точка и0 е Е„. Обозначим 

М{и) = {ие En\f(u)<f(u)}. 

Пусть уже найдено к-е приближение ик, Тогда (к + 1)-е приближение ик+1 строится с помощью 
следующего алгоритма. 

Шаг 1. Положить s = 0 и и] = ик. 

Шаг 2. Применить алгоритм для построения направления спуска при и = щ , 8 = Ьк, z = zk Д = Хк, 

Р = Р^ и с G (0, 1). После останова этого алгоритма для некоторого т > 0 либо определяются эле­

мент || v* | | = min{||v||: ve Dm{us)} и направление g) =.-|| v*irJ
 vk

s такие, что 

f(u^Xkgk)-f(uk)<-cXk\\v% (4.1) 
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к 

либо выполняется неравенство || vs\\ < Ьк. 
Шаг 3. ЕСЛИ 

1И|<6Ъ; (4.2) 
то положить ик+1 = щ , к := к + \ и перейти к шагу 1. | 

Шаг 4. Построить итерацию 
us+\ = Щ + osgks> ; (4-3) 

где as определяется из условия 

/(и*+ = M{f(i4 + og*),G>0}. (4.4) 
Шаг 5. Положить s = s + 1 и перейти к шагу 2. 1 • 
Заметим, что (к + 1)-е приближение uk + 1 строится в результате выполнения некоторого этапа. 

В самом начале этапа выбираются параметры zk ё, Р, Хк > 0, > 0, 8̂  > 0, и они остаются посто­
янными до конца этапа. Этап заканчивается при выполнении условия (4.2). 

Перейдем к исследованию сходимости предложенного метода. Верна 
Теорема 3» Пусть функция f локально-липшицева, удовлетворяет условию (2.3) и М(и°) - ог­

раниченное множество для любого и0 е Еп. Тогда любая предельная точка последовательнос­
ти {ик}, полученная методом (4.3), (4.4), принадлежит множеству U0 = {и е-En|0 е ЭДи)Ь 

Доказательство. Так как М(и°) - ограниченное множество, а функция/локально-липшицева, 
то'Д = inf{/(и), и е Ел} > - ° о . С другой стороны, если выполняется условие (4.1), то 

/ ( ^0 - / ( ^ b ^ / ( " N ^ - | / ( « b ^4cX jv * I <0 . ' '" (4.5) 
к к к п 

Поэтому j{us+ j ) <f(us) (k,s = 0, 1, 2, ...) и, следовательно, us е М(и°) для любых к, s = 0, 1, ... . 
Таким образом, ик е М(и°) для любого к. Из ограниченности снизу функции/получаем, что пре­
дел \ 

l i m / ( w * ) > / * 

существует для любого фиксированного к. Из (4.5) следует 

| И < ( ^ 
Так как Хк постоянно для фиксированного к, то существует тйкое конечное s(k) > 0, что || vk

(k) \\ < Ьь 

где для некоторого т > 0 

lk*<*)ll = m i n { H | : ve Dm(us{k))}. 
Значит, условие (4.2) на каждом этапе выполняется за конечное число шагов. При этом ик+1 = 

к _ 

= и т . Тогда из включения Dm (ик+{) с D0(uk + \ zk, Я ъ $к) получаем, что 
min{IM|: we D0(uk+\zk, ? i„ ;p,)} < < 5, (4.6) 

для любого k= 1, 2, ... . 
Из ограниченности множества М(и°) следует ограниченность последовательности {и к ) . Тогда 

из теоремы Больцано-Вейерштрасса получаем, что последовательность {ик} имеет хотя бы од­
ну предельную точку. Пусть и* - любая предельная точка этой последовательности. Не умаляя 
общности, будем считать, что ик — - w* при к — - + ° о . Допустим противное. Пусть и* g U°. Тогда 
существует 5 > 0 такое, что \ 

min{||v||:Ve Э/(и*)} >45. 
Из полунепрерывности сверху отображения df(u) получаем, что для 5 > 0 найдется такое т > 0, 
что для любых у е £ т(и*) 

df(y)adf(ub + S25 \ 
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и, значит, 
Э/(и* + 5 т )сЭ/ (и*) + 5 2 5 . 

Отсюда следует, что 
inf{|M|:Ve ЭДи* + 5 т ) }>28. 

Так как функция/удовлетворяет условию (2.3), то в точке для т > 0 и ц = 5 найдутся такие г > О, 
z 0 e РДо>0, (5 0>0, что 

Л 0 ( у , г Д , р ) е Э Л м * + 5 т) + ^ 
для любЁгх у е S^w*), z G Р, z < z0 Д е (0, ^о), р е (0, р0). Поэтому для любых у е Se(w*), ZE P,z<z0, 
ХЕ ( 0 Д 0 ) , М (0, Ро) ^ 

min{||v||: 7G ЗД,гД,р)}>5. (4.7) 
Так как и* —• и*, —**'0Д* — + 0 , Р^ — + 0 , 8̂  — • +0 при А: — • то найдется такое /с0 > 0, 
что ик Е 5 е(и*), ^ < Zo> А,л G (0, Х0), Р^ G (0, ро), Ък < 8 для любых /: > &0. Тогда из (4.7) получаем, что 

min{|M|: VG D0(uk + \ z*Д*, ft)} > 8 > 8,. 
Это противоречит соотношению (4.6). Теорема доказана. 

Теперь рассмотрим случай, к о г д а / - выпуклая функция. 
Теорема 4. Пусть относительно функции/выполняются следующие условия: 
1 ) / - собственная выпуклая функция; 
2)domf^{uE E j / ( M ) < + o o } = E n . 
3) функция/удовлетворяет условию (2.3). 
Пусть, кроме того, М(и°) - ограниченное множество для любого м° G Е„. Тогда любая пре­

дельная точка последовательности {ик}, полученная методом (4.3), (4.4), принадлежит мно­
жеству £/* = {U Е Е„|/(и) =/*}. 

Доказательство. При выполнении условий 1) и 2) функция/удовлетворяет локальному усло­
вию Липшица, является полугладкой и существует ее производная по любому направлению. 
Производная по направлению/(и, g) полунепрерывна сверху по и при фиксированном g е Еп. 
Субдифференциал Кларка функции / совпадает с субдифференциалом этой функции в смысле 
выпуклого анализа. Следовательно, выполняются все условия теоремы 1, и поэтому для функ­
ции/верно соотношение (2.2). Тем самым получаем, что все условия теоремы 3 выполняются. 
Так к а к / - выпуклая функция, то в этом случае множества 1г'й U* совпадают. Таким образом, 
доказательство теоремы 4 следует из теоремы 3. 

5. ВЫЧИСЛИТЕЛЬНЫЙ ЭКСПЕРИМЕНТ 
Приведем результаты вычислительного эксперимента. Для отыскания решения задач лип-

шицевой оптимизации в постановке (1.1) была разработана программа, реализующая метод дис­
кретного градиента. 

Отметим следующие особенности условия проведения вычислительного эксперимента. Ли­
нейный поиск производился методом дихотомии. Проектирование начала координат Е„ на вы­
пуклую оболочку системы векторов производилось по первому методу из [15, с. 338]. Вычисле­
ния проводились на ПЭВМ IBM PC/AT 386. При тестировании алгоритма какая-либо его "под­
стройка" к задаче не допускалась. 

Во всех примерах число с = 0.2. Параметры zk(X) = А,1-4, р* = 1 для любых к и для всех примеров, 
а параметр X выбирался следующим образом: ХК = iXk_h где т = 0.75 для всех примеров. 

При описании результатов работы алгоритма используются следующие обозначения: / = Д и ) -
минимизируемая функция; п - число неизвестных задачи; и° - начальная точка, и* - решение за­
дачи;/* - значение задачи; 8* -f{uk) - Д - точность, соответствующая точке ик\ 

/ = 
- . 6(и*)>5 

есть общее число итераций для достижения точности 8 > 0, где s(k) - число итераций на &-м этапе; 
т - число вычислений дискретных градиентов функции/для достижения точности 8 > 0. 
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Для проведения вычислительного эксперимента были использованы следующие тестовые за­
дачи (см. [17], [18]). 

Задача 1: Дм) = тах{ и] + иг, (2 - щ)2 + (2 - и2)2, 2е'"' + Ц2}, и е Е2, и 0 = (1, -0.1), и* = (1.1390, 
0.8996), Д = 1.952. 

Задача2:Дм) = т а х { и \ + и 2 , (2 - щ ) 2 + ( 2 - м 2 ) 2 , 2e~ U ' + " 2 } , ие Е2, и 0 = (2, 2), и* = (1, 1), Д = 2. 

Задача3:Дм) = тах{5и! + и 2 , _ 5 « i + и2, и\ + и 2 i-f 4и 2}, и е Е2, и 0 = (1, 1), и* = ( 0 , - 3 ) , Д = - 3 . 

2 • 2 2 2 

Задача 4: Дм) = тах{Д(и), i = 1, 2, 3},/](M) = и, + u2,f2(u) = щ + и2 + 10(-4и] - и2 + 4),/ 3(и) = 

= и] + и\ + 1 0 ( - М 1 - 2 и 2 + 6) ,ие Е 2,и° = (-1,5) ,и* = (1.2,2.4),Д = 7.2. 
Задача 5: Дм) = тах{-и{ - и 2 , -щ - и2 + щ + и\ ;- 1), и е Е2, и 0 = (0.5,0.5), и* = (2~1 / 2, 2 _ 1 / 2 ) ,Д = 

= -2т. [ 
2 2 ! 

Задача 6:Ли) = -щ + 20тах{ ^ + w2 ~ 1» 0}, и е Е 2, w° = (0.8, 0.6), м* = (1, 0),Д = - 1 . 

Задача 7: Дм) = - M i + 2(wf + w2 - 1) + \.15\u\ + u\ - 1|, ue Е2,'и° = (-1, 1), и* = (1, 0),Д = - 1 . 
2 2 2 2 

Задача 8: Дм) = тах{/1(и),/1(м) + I0f2(u),f{(u) + 10f$(u)yfi(u) + IQ/^i*)},/^!*) = ^ + u2 + 2u3 + м4 -
2 2 2 2 : 2 2 2 2 

- 5^! - 5 u 2 - 2 l u 3 + lu4;f2(u) = и, + w2 + u3 + u4 +щ-и2 + щ-щ- S;f3(u) = u{ + 2u2 + u3 + 2u4 -
- щ- щ - 10;/4(w) = щ + ul + Щ + 2щ -и2-щ-5;ие E 4, и0 = (0,0, 0, 0), и* = (0, 1, 2, -1) , /* =-44. 

Задача 9:Дм) = max{£J|w-я'|| 2, i = 1 , 1 0 } , и е Е 5, Ъ = (1, 5, 10, 2,4, 3, 1.7, 2.5,6, 3.5), а 1 = (0, 0, 
0, 0, 0), а 2 = (2, 1, 1, 1, 3), a3 = (1, 2, 1, 1, 2), а4 = (1,4< 1, 2, 2), я 5 = (3, 2, 1, 0, 1), я 6 = (0, 2 ,1 , 0, 1), а7 = 
="(1,1, 1, 1,4), а 8 = (1,0,. 1,2, 1), а 9 = (0, 0, 2, 1,0),а 1 0 = (1, 1,2, 0, 0), и° = (0, 0, 0, 0, 1), и* = (1.12434, 
0.97945, 1.47770,0.92023, 1.12429),/* = 22.60016. \ 

Задача 1©: Дм) = тах{ и,- , i = 1, 2, и), и е Е ,̂ и 0 = .(/,•!* = 1, 2, ...,]n/2[, - i , i =]n/2[+l, и), 
м* = ( 0 , . . . , 0 ) , Д = 0. 

Задача 1 1 : Дм) = тах{|и,|, / = 1, 2, и}, к 6 Е*, м° = (i, / = 1, 2, ...,]n/2[, - i , i =]n/2[+l , л), 
м* = ( 0 , . . . , 0 ) , Д = 0. ; 

Задача 12: Дм) = / и 6 Е » ' м ° = ^. Y / 2 , у / и ) , У= 10, м* = ( 0 , 0 ) , Д = 0. 

Задача 13: Дм) = 4^! - м2| + \щ + м2| + |м2 - м3| + |м2 + м3| + |м3 - м4| + |м3 + м4|, м е Е4, м° = ( 1 ,2 , 1, 1), 
м* = ( 0 , 0 , 0 , 0 ) , Д = 0. ' 1 

Задача 14: Дм) = ^ " , . 1 £ » = , ( м , - м* ) r f )|, м е Е„, ^ =0 .017 ,7 = 1, 100, и 0 = (0 , 0) , м* = 
= (1 /п , . . . , 1 /п ) ,Д = 0. 

Задача 15: Дм) = | м , - 1 | + 100|м2-iMiH, м е Е2, м°! = (-1.2, 1), м* = (1,1),/^ = 0. 
Задача 16: Дм) = |м, - II + 100|м2 - | U l | | + 90|м4 - |м3| | + | м 3 - 1| + 10.1(|м2 - 1| + |м4 - 1|) + 4.95(|м2 + 

+ м4 - 2| - |м2 - м4|), м е Е4, м° = (0,0, 0, 0), м* = (1, 1,: 1, 1 ) ,Д k 0. 

Задача 17:Дм) = | ^ = , ( « . - " f ) ' Г ' I - n i a x d ^ j , ( « , - и ? )^" ' |,у = 1,..'., 100}, и е Е„, 
,. = 0.017,7= 1, ЮО, м* = (1//г, 1М),Д = 0. , 

В табл. 1 приведены данные, характеризующие работу алгоритма при отыскании решений за­
дач 1-17. I 

6. НЕКОТОРЫЕ ВЫВОДЫ 
По результатам численных экспериментов можно сделать следующие выводы. 

file:///.15/u/
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N п 
5=1.0£-02 8= 1.0£-03 6=1.0£-04 

N п 
/ т 1 т / т 

1 2 5 8 6 10 11 23 
2 2 3 5 3 5 3 5 
3 2 5 8 5 8 17 44 
4 2 7 11 8 13 8 13 
5 2 1 1 1 1 2 3 
6 2 6 12 8 16 15 36 
7 2 4 5 5 7 9 17 
8' 4 17 43 31 100 41 143 
9 5 18 44 23 72 30 113 

5 27 47 33 66 37 80 
10 • 10 102 193 ПО 212 115 239 

15 214 411 219 424 230 455 
> 5 27 47 37 74 48 103 

11 . 10 116 216 133 266 146 302 
15 250 485 267 526 288 594 

* 5 91 92 91 92 91 92 
12 • 10 -89 89 90 92 93 114 

15 94 94 95 96 101 152 
13 4 17 36 27 75 35 106 

5 57 140 82 244 ' 95 299 
14 • ю 66 154 140 596 208 1025 

20 75 211 174 865 340 1982 
15 2 8 17 8 17 18 45 
16 4 36 121 45 165 60 240 

5 52 113 108 346 129 439 
17 ^ 10 57 127 115 514 189 993 

15 57 105 83 373 312 2162 

Предложенный алгоритм находит приближенное решение с заданной точностью, используя 
не такое уж большое количество вычислений дискретных градиентов. Здесь исключение состав­
ляют только задачи 14 и 17 с п = 15, 20 и с точностью 6 = 0.0001. Но следует отметить, что эти 
задачи очень трудоемки и функции в них имеют много точек недифференцируемости. 

По мере приближения к точному решению среднее число вычисленных в одной итерации дис­
кретных градиентов возрастает. Это связано с необходимостью более точной аппроксимации 
субдифференциала по мере приближения к точному решению. Поэтому по мере приближения к 
точному решению время выполнения одной итерации увеличивается. 

Результаты численных экспериментов зависят от выбора параметров ze Р Д > 0, р > 0 и с е 
е (0, 1). При более удачном выборе этих параметров для каждой конкретной задачи можно по­
лучить более хорошие результаты. 

Предложенный алгоритм позволил решить все задачи с заданной точностью. Можно считать, 
что метод дискретного градиента - надежный и эффективный метод решения задач негладкой 
оптимизации с размерностью по крайней мере п < 20. 

Результаты численных экспериментов показывают, что метод дискретного градиента можно 
использовать для минимизации как выпуклых, так и невыпуклых полугладких функций. 

Автор благодарит рецензентов-за полезные замечания, способствовавшие улучшению 
статьи. 
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Таблица 1 
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