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Методология

ИССЛЕДОВАНИЕ ВЗАИМОСВЯЗИ ТЕОРИИ

ИНФОРМАЦИИ И ТЕОРИИ

ПЕДАГОГИЧЕСКИХ ИЗМЕРЕНИЙ

Юрий Каргин,
Ноябрьский колледж профессиональных

и информационных технологий

kargin04@yandex.ru

В статье рассмотрены некоторые вопросы применения теории инфор@

мации к педагогическим измерениям. Такой подход позволил привес@

ти информационную интерпретацию основных показателей моделей

педагогических измерений, выделить совокупность моделей Раша и

построить алгоритм их конструирования, а также предложить методы

оценки эффективности тестовых испытаний.

Ключевые слова: педагогические измерения, модель педагогических изме�

рений, единицы педагогических измерений, IRT, формула Шеннона

Введение

Развитие любой науки связано с введением собственных понятий
и величин, на которых она базируется. Не является исключением
и математическая теория измерений (IRT). Во всём множестве
смежных и собственных понятий IRT1 некоторые из них имеют
исключительное значение. К таким относятся количественные
показатели мер подготовленности испытуемого b (person ability,
обозначения по работе2) и трудности тестового задания d (item

Аванесов. В.С. 
Item Response Theory:
основные понятия и по+
ложения. ПИ №2. 2007.
С. 3–28;
Истоки и основные по+
нятия математической
теории измерений (Item
Response Theory). Ста+
тья вторая. ПИ №3.
2007. С. 3–36.

Wright B.D., 
Stone M.H. 
Measurement Essentials.
WIDE RANGE, INC.
Wilmington, Delaware,
1999. 221 p.
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difficulty), значения которых
определяются по латентной
шкале логитов. Причём введён+
ная в IRT единица измерения
логит является внутренней
единицей измерений и никак
непосредственно не связана с
универсальными или широко
распространёнными и в других
отраслях знаний единицами
измерений.

Содержательная интерпре+
тация значений показателей b
и d, точнее расстояний между
ними g = b – d сводятся к опи+
санию зависимости от этой
разности доли правильных от+
ветов Р, информационной
функции I = Р·(1 – Р) и некото+
рых менее значимых показате+
лей. Фактически в различных
изложениях IRT именно эти
рассуждения, иногда подкреп+
лённые графиками, дают необ+
ходимый содержательный
смысл о результатах измере+
ний.

В данной работе предлага+
ется расширить содержатель+
ный смысл основных показате+
лей педагогических измерений
и связать основные единицы
педагогических измерений с
информационными мерами.
Основания для этого можно
найти в широко известной
формуле Шеннона.

Выявленная связь форму+
лы Шеннона с математической
моделью педагогических изме+
рений Раша позволила также
предложить алгоритм констру+

ирования математической мо+
дели педагогических измере+
ний по форме тестового зада+
ния. В качестве примера скон+
струированы как некоторые
известные, так и частные моде+
ли педагогических измерений.

И, наконец, информацион+
ные меры можно использовать
при оценивании эффективнос+
ти теста. Эти вопросы нашли
своё отражение в завершающих
подразделах данной работы.

Информационная
энтропия Шеннона

Существуют различные поня+
тия энтропии. Мы используем
это понятие в формулировке
Шеннона. Клод Шеннон пред+
ложил количественно рассчи+
тывать полученную от элемен+
тарного сообщения информа+
цию как меру снятой неопреде+
лённости (энтропии) этого со+
общения. Неопределённость
одного состояния xi сообщения
х называют частной энтропией,
её значение рассчитывается по
формуле 

где Рi — вероятность появле+
ния состояния из набора дис+
кретных состояний элементар+
ного сообщения,                  Энт+
ропия всего элементарного сооб+
щения определяется как среднее
частных энтропий по всем состо+
яниям: 

измерения
ПЕД

4 2 ’  2 0 1 3

,2( )  –log ii
h x Р=

1.iP =∑

( ) ( )· .i ix P H xH = −∑
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Единицей измерения энтропии
является бит3 (binary digit —
двоичное число).

В данной работе осуще+
ствляется опора преимущест+
венно на формулы Шеннона
с натуральным логарифмом —
д л я  ч а с т н о й  э н т р о п и и

и для средней
энтропии

При расчёте энтропий по
этой формуле результат имеет
единицу измерения нат (nat).

Если случайное событие х
имеет только два состояния
(1 — да; 0 — нет) с вероятностя+
ми Р и 1 – Р, то формулы Шен+
нона приобретают вид: 

Кратко остановимся на
свойствах этих функций.

Графики функции h(x) и
Н(х) приведены на рис. 1а и 1б.

Графики частных энтропий
монотонные убывающая для h1
и возрастающая для h0 функ+
ции с положительной областью

значений от нуля до бесконеч+
ности и вертикальными асимп+
тотами соответственно Р = 0 и
Р = 1. При Р = 0,5 значения ча+
стных энтропий совпадают и
равны h1(0,5) = h0(0,5) = ln2.

Энтропия Н ограничена и
достигает максимума, равного
ln2 нат (или 1 бит) при Р = 0,5.
При Р = 0 или Р = 1 неопределён+
ность Н равна нулю. Среднее зна+
чение функции Н(х) обозначено
на рисунке горизонтальной пунк+
тирной линией и равно Нср=0,5
нат, что примерно соответствует
неопределённости сообщения с
вероятностями событий Р = 0,2
или Р = 0,8. Продолжим иссле+
дование этой функции. Вычис+
ляя производную, находим

т.е. производная энтропии рав+
на разности частных энтропий
благоприятного и неблагопри+
ятного состояний. 

Последнее выражение, на+
ряду с определениями функ+

52 ’  2 0 1 3

М е т о д о л о г и я
М е т о д о л о г и я

Двоичная единица изме+
рения информации
«бит» — не единствен+
ная мера. Эта мера опре+
деляется основанием ло+
гарифма — 2. Если в
формуле Шеннона изме+
нить двоичный лога+
рифм на натуральный,
то такую единицу изме+
рения называют «нат».
Связь между этими еди+
ницами измерения следу+
ющая: 1 бит = ln2·1 нат.
Безусловно, количество
информации от выбора
основания логарифма не
зависит, выбор основа+
ния и, как следствие, вы+
бор единицы измере+
ния — лишь вопрос мас+
штаба измерительной
шкалы. Единственное
требование — в одном
тесте для результатов
измерений должна ис+
пользоваться единая
шкала. При формальных
математических преоб+
разованиях можно счи+
тать величину количест+
ва информации безраз+
мерной (как, впрочем, и
логит).

33

( )  –ln ii
h x P=

( ) ·ln .i ix P PH = −∑

( ) 11 ln ,h x h P= ≡ = −
( ) ( )00 ln 1 ,h x h P= ≡ = − −

( ) ( ) ( )·ln 1 ·ln 1 .x P P P PH = − − − −

Рис. 1. Графики функций энтропий h(x) и Н(х)

1 0

1
ln ,

dH P
h h

dP P
−

= = −
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ций энтропии, отражает связь
производной усреднённой энт+
ропии через разность частных
энтропий симметричных со+
стояний.

Для дальнейших рассуж+
дений важно отметить и то,
что производная энтропии

с точностью до

знака совпадает с выражением
для исходной оценки логита
уровня подготовленности ис+

пытуемого                      в модели 

Раша. Такое совпадение даёт
возможность не просто выра+
зить показатели педагогичес+
ких измерений модели Раша
через информационные пока+
затели энтропии Шеннона, но
и попытаться выявить содер+
жательные связи между соот+
ветствующими теоретически+
ми положениями.

Действительно, даже рас+
суждая формально, модель Раша
можно вывести из формулы
Шеннона. Если в выражении для
производной функции Шеннона

вести обозначе+

ние                    (или g = h0 — h1)

и выразить вероятность Р ,
то получим формулу Раша

для вероятности 

правильного ответа испытуе+

мым с подготовленностью b
при выполнении задания труд+
ности d, где g = b – d. График
этой функции хорошо известен
в IRT (рис. 2). Иными словами,
Функция Раша (логистическая
кривая) представляет собой
график производной информа+
ционной энтропии Шеннона,
взятой с противоположным
знаком.

Рис. 2. Логистическая кривая 
с различными осями абсцисс

Таким образом, приведён+
ные понятия и свойства функ+
ций энтропии Шеннона позво+
ляют установить функциональ+
ную связь информационных
показателей h и H, измеряемых
в единицах нат, с измеряемыми
в логитах значениями парамет+
ра g = b – d модели Раша.

Пример

Рассмотрим пример, уточняю+
щий понятия неопределённос+
ти. Учитель, знающий своего

измерения
ПЕД

6 2 ’  2 0 1 3

ln
1

dH P
dP P

= −
−

ln
1

P
b

P
=

−

ln
1

dH P
dP P

= −
−

dH
g

dP
= −

exp
1 exp

g
P

g
=

+
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ученика, при контроле знаний
стремится дать ему адекватное
задание или, как говорится, за+
дание по уровню его развития.
При выполнении такого зада+
ния и поиске правильного от+
вета на поставленный вопрос
ученик должен испытывать су+
щественные затруднения. Как
он ответит на это задание, пред+
сказать достаточно трудно; не+
определённость состояний пра+
вильного или неправильного
ответа ученика значима, нео+
пределённость результата тако+
го испытания близка к макси+
мальной. Именно ответ на та+
кое задание даст учителю наи+
большее количество полезной
информации об уровне его под+
готовленности.

Несложно привести приме+
ры и неудачных заданий. Бес+
смысленно давать очень лёгкие
задания. Неопределённость
правильного ответа на него
близка к нулю. Скорее всего,
испытуемый  лёгко выполнит
задание, и этот предсказуемый
результат не даст учителю мно+
го полезной информации об
уровне подготовленности уче+
ника. Так же совершенно бес+
смысленно задавать испытуе+
мым очень трудное задание.
Ждать от них правильные отве+
ты не приходится, результат та+
кого контроля знаний обычно
предопределён. Ответы на та+
кие задания дополнительной
информации о подготовленно+
сти тестируемых дают мало.

Формулы Шеннона

Эти качественные рассуждения
пока никак не подкреплены ко+
личественными оценками. Од+
нако возможно и количествен+
ное описание подобных ситуа+
ций. Такую возможность дают
формулы Шеннона. Действи+
тельно, для эффективного зада+
ния вероятность правильного
ответа близка к значению
Р = 0,5, неопределённости со+
стояний правильного h1 или не+
правильного h0 ответа ученика
оцениваются значениями ln2,
неопределённость такого ре+
зультата Н близка к максималь+
ной. Ответ ученика на задание
снимает эту неопределённость
и даёт информацию в количест+
ве снятой неопределённости. 

Для задания с хорошо
предсказуемым результатом
вероятность правильного отве+
та близка к единице (или ну+
лю), частная энтропия такого
состояния, как и средняя энт+
ропия, приближаются к нулю,
результат такого испытания
информации практически не
несёт. Эффективность такого
задания близка к нулю уже не в
качественном смысле, а в стро+
го количественном.

Этим примером мы попы+
тались раскрыть прикладной
смысл понятий энтропии, зна+
чение математических формул
Шеннона при расчёте неопре+
делённостей и трактовку ре+
зультатов их применения.

72 ’  2 0 1 3

М е т о д о л о г и я
М е т о д о л о г и я
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Информационная
трактовка модели
Раша

Попытаемся понять логику пе+
дагогических измерений, зало+
женную в формуле Раша, с по+
зиции теории информации.
Для удобства изложения этого
вопроса изобразим графики
функций P(h), обратных част+
ным энтропиям h0(P) и h1(P)
(рис. 3а):

Первым рассмотрим слу+
чай с вероятностью Р = 0,5
правильного выполнения ис+
пытуемым задания (точка А
на рис. 3). Неопределённос+
ти состояний «правильный
ответ» и «неправильный от+
вет» совпадают, и равны
h1 = h0 = –ln0,5 = ln2 ≈ 0,693,
разность частных энтропий
равна нулю h0 – h1=0. Это со+
стояние соответствует равен+
ству уровней подготовленнос+
ти испытуемого b и трудности
тестового задания d, т.е. нуле+

вой разности этих уровней
g = b — d = 0.

Рассмотрим другой случай
(обозначение на рисунках точ+
кой В). Испытуемый достаточ+
но хорошо подготовлен к вы+
полнению тестового задания и
правильно отвечает на его во+
прос с вероятностью 0,8. Не+
определённость состояния
«испытуемый правильно вы+
полнит задание» снижается,
и частная энтропия этого со+
стояния примерно равна
h1 = –ln0,8 ≈ 0,223. При этом
энтропия противоположного
события «испытуемый непра+
вильно выполнит задание» воз+
растает и примерно равна
h0 = –ln0,2 ≈ 1,609. Разность ча+
стных энтропий этих состоя+
ний равна h0 – h1 = 1,386, т.е.
неопределённость состояния
«неправильный ответ ≈ на
1,386 нат выше неопределённо+
сти состояния «правильный
ответ». Эта разница выделена
на рис. 3а фигурной скобкой.

измерения
ПЕД

8 2 ’  2 0 1 3

Рис. 3. Информационная трактовка модели Раша: частная энтропия h
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Если учесть ранее установлен+

ную связь 

то такой результат в традици+
онной трактовке формулирует+
ся так: уровень подготовленно+
сти испытуемого на 1,386 логит
выше уровня трудности тесто+
вого задания.

В третьем случае испыту+
емый недостаточно хорошо
подготовлен к выполнению
тестового задания и  пра+
вильно отвечает на него с ве+
роятностью 0,269 (точка С).
Для такого состояния имеем
разность энтропий h0 – h1 =
= –ln0,731 + ln0,269 = 0,313 –
–1,313 = –1 нат, или g = –1 ло+
гит и вывод — уровень подго+
товленности испытуемого на
один логит ниже уровня труд+
ности тестового задания.

Если на рис. 3а от оси аб+
сцисс частных энтропий h пе+
рейти к оси  абсцисс разности
энтропий h0 – h1, то предыду+
щие примеры расчётов будут
представлены точками на тра+
диционной т.н. логистической
кривой (рис. 3б).

Отсюда первое заключение:
традиционный показатель из+
мерительной системы Раша
g = b — d, измеряемый в частно+
научных единицах измерения
логит, есть не что иное, как раз+
ность частных энтропий непра+
вильного и правильного отве+
тов на тестовое задание
h01 = h0 – h1, измеряемых в об+

щенаучных единицах количе+
ства информации нат.

Дополнительное информаци+
онное содержание основных пока+
зателей педагогических изме+
рений можно найти и в свойст+
вах средней энтропии Н(х).
Выше мы установили фор+

мальное соотношение

Попытаемся понять, какой со+
держательный смысл вносит
производная энтропии в толко+
вании показателей педагогиче+
ских измерений.

Аналитически, производная

выражает скорость измене+

ния функции. Геометрически
производная представляет со+
бой тангенс угла наклона каса+
тельной к графику функции.
В естествознании подобные
выражения иногда обозначают
термином «плотность» или
«интенсивность». Можно опе+
реться на любой из этих подхо+
дов, но в данном случае удобно
начать с процентной интерпре+
тации, иногда используемой в
экономических приложениях.

Выражая приращение энт+
ропии dH через приращение
dР, получим dH = –g·dP. По+
следнюю формулу можно при+
ближённо трактовать так: рост
вероятности правильного отве+
та Р на 1% (от единичной веро+
ятности достоверного собы+
тия) приводит к уменьшению

92 ’  2 0 1 3
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энтропии системы на величину
g% (от максимального значе+
ния ln2). Коэффициент «–g» в
этом выражении определяет
степень изменения энтропии с
изменением вероятности со+
стояния или, иначе, характери+
зует интенсивность изменения
энтропии.

Далее удобно обратиться к
геометрической иллюстрации
энтропии Н (рис. 3в). Этот ри+
сунок можно рассматривать
как дополнение к рис. 3а и 3б.

Рис. 3в. Информационная
трактовка модели Раша:

средняя энтропия Н

При Р = 0,5 (точка А) энт+
ропия Н достигает максимума,
касательная к графику функ+
ции принимает горизонтальное
положение, потерь информа+
ции нет, аналитически произ+

водная равна нулю 

В этом состоянии уровни подготов+
ленности испытуемого и тестового
задания совпадают, g = b – d = 0.

С изменением значения Р,
возрастания или убывания, эн+

тропия начинает уменьшаться,
т.е. происходит потеря инфор+
мации. Чем дальше отклоне+
ние Р от значения 0,5, тем ин+
тенсивней происходит потеря
информации, причём интенсив+
ность этих потерь как раз и опре+
деляет значение показателя

(знак минус отражает 

уменьшение информации с
ростом Р). Таким образом, инфор+
мационный смысл показателя

состоит в отражении 

интенсивности информацион+
ных потерь.

Так, в точке В касательная
наклонена к графику по углом

энтропия в 

этой точке убывает со скоро+
стью 1,386 нат, что соответст+
вует значениям показателей
g = b — d = 1,386. В точке С ка+
сательная наклонена к графику
под углом 45°, на каждый про+
цент роста вероятности пра+
вильного ответа количество
информации Н увеличивается
на 1%. Значения традицион+
ных показателей IRT этого со+
стояния g = b – d = –1.

Отсюда можно установить:
показатель g имеет ещё одну
информационную трактовку —
интенсивность информацион+

ных потерь 

измерения
ПЕД

10 2 ’  2 0 1 3
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К группе основных пока+
зателей IRT можно отнести и
информационную функцию
I = Р·(1 – Р), безразмерные зна+
чения которой служат индика+
тором качества измерений,
иногда мерой информации о
локальном измерении. Это ча+
стнонаучный показатель. Его
общенаучным аналогом явля+
ется информационная энтро+
пия Шеннона Н с информаци+
онными единицами измере+
ния. В этом её основное досто+
инство.

Вторым достоинством ин+
формационной функции Н(х)
является её универсальность —
независимость от функции рас+
пределения вероятности Р со+
бытия х. Информационная
функция I этим свойством уни+
версальности не обладает. Ин+
формационная функция на+
прямую связана с дисперсией
распределения вероятности,
способы и возможность вычис+
ления которой определяются
функцией распределения.

Таким образом, к традици+
онной системе основных пока+
зателей IRT, выраженного в ло+
гитах g = b – d, и безразмерного
значения информационной
функции I,  можно поставить в
соответствие информационные
показатели, измеряемые в еди+
ницах количества информации
нат — разности частных энтро+
пий противоположных собы+
тий h01 или интенсивности ин+
формационных потерь  

и меры неопределённос+

ти исходного состояния Н.

Конструирование
модели педагогических
измерений

Процедура вывода математиче+
ской модели Раша из формулы
Шеннона позволяет предло+
жить алгоритм конструирова+
ния целого класса математиче+
ских моделей педагогических
измерений. Этот алгоритм до+
статочно прост и кратко может
быть выражен двумя этапами. 

Первый — по заданному ви+
ду тестового задания сформи+
ровать функции Шеннона для
расчёта заложенной меры нео+
пределённости в данном зада+
нии. 

Второй этап — используя
связи традиционных показате+
лей с информационными, вы+
разить искомую вероятность
правильного ответа Р, т.е. пост+
роить модель педагогических
измерений.

В качестве первого примера
сконструируем хорошо извест+
ную двухпараметрическую мо+
дель А. Бирнбаума.

Идея Бирнбаума состоит во
введении в модель Раша допол+
нительного параметра для ха+
рактёристики дифференциру+
ющей способности задания.
При конструировании такой
модели достаточно в информа+

112 ’  2 0 1 3
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ционно+измерительное соот+
ветствие  h01 ⇔ g ввести мно+
житель а дифференцирующей
способности задания: h01 = a·g.
Этот множитель увеличивает
(при а>1) или уменьшает (при
0<а<1)  «чувствительность»
латентной разности g на нали+
чие разности частных неопре+
делённостей h01. Тогда можно 

записать                            Отсю+

да, выражая вероятность пра+
вильного ответа Р, имеем хоро+
шо известную двухпараметри+
ческую модель Бирнбаума: 

Двухпараметрическую мо+
дель Бирнбаума можно схема+
тически представить ориенти+
рованным графом (рис. 4). Оп+
ределим его. Вершины такого
графа обозначают возможные
состояния выполнения тестово+
го задания — соответствующие
вероятности Р с началом в вер+
шине «неправильный ответ»,
дуга графа — направленная ли+
ния с потенциалом, равным раз+
ности частных энтропий смеж+
ных вершин (обозначено над
дугой графа). Потенциалу дуге
графа соответствует свой изме+
ряемый показатель IRT (обо+
значено под дугой графа).

Рис. 4. Граф модели А.Бирнбаума

Второй пример. Сконстру+
ируем педагогическую модель
для тестового задания с тремя
градациями ответа: неправиль+
ный — частично правильный —
правильный. Обозначим веро+
ятность частично правильного
ответа через Р1 (1 балл), пра+
вильного ответа Р2 (2 балла),
тогда вероятность неправиль+
ного ответа  P0 = 1 – P1 – P2.
Разницы частных энтропий и
средняя энтропия рассматри+
ваемой системы определяются
выражениями:

В этом примере продолжим
построение модели в двух ва+
риантах: через определение
разности частных энтропий и
через вычисление производной
средней энтропии.

Для демонстрации перво+
го варианта удобно построить
граф, отражающий логику вы+
полнения тестового задания
(рис. 5а). Условие тестового
задания (У) предполагает два
варианта его выполнения (В1
и В2): с частично правильным
ответом на поставленный в
задании вопрос и уточняю+
щий полный ответ. Т.е. пред+
полагается, что полный ответ
не независим, а следует после

измерения
ПЕД
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предварительно правильного
ответа.

Рис. 5а. Граф задания 
с частично правильным ответом

Процесс выполнения пер+
вой части задания можно опи+
сать уже привычной формулой
с выделением индекса у пока+
зателя g для первого задания
h01 = g1. Процесс выполнения
всего задания можно предста+
вить как сумму последователь+
ных этапов его выполнения:
h01 + h12 = g1 + g2. Разрешая си+
стему этих уравнений относи+
тельно Р1 и Р2 , находим иско+
мые выражения для расчётов
вероятности правильного отве+
та, которые являются двухша+
говым вариантом известной
модели PCM (Partial Credit
Model):

По структуре графа тесто+
вого задания несложно привес+
ти и граф модели педагогичес+
ких измерений для этого зада+
ния (рис. 5б).

Второй вариант построе+
ния модели отличается только
формой математических пре+
образований. Т.к. функция Н
зависит от двух переменных, то
находим частные производные

и приравниваем их к соответст+
вующим показателям педаго+
гических измерений:

Разрешая систему уравне+
ний относительно Р1 и Р2, прихо+
дим к полученной выше модели.

В качестве третьего приме+
ра разработаем модель для за+
дачи по физике.

В закрытом сосуде объёма V
находится идеальный газ в ко+
личестве n молей. Определить:
1. Температуру газа Т, при кото+
рой давление в сосуде будет рав+
но атмосферному; 2. На сколько
увеличится давление  газа при
его нагреве на ∆Т градусов.

Критерии оценки. Полное и
правильное решение всей задачи
оценивается в 3 балла. За пра+
вильное выполнение каждого из
трёх пунктов назначается 1 балл:
а) правильно записано уравне+
ние состояния идеального газа:
б) записаны правильные реше+
ние и ответ на вопрос задачи 1;
в) записаны правильные реше+
ние и ответ на вопрос задачи 2.

В тексте задания и критери+
альных требованиях можно вы+
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делить условие задачи (У) и три
вопроса (В1, В2, В3), по которым
можно построить граф тестового
задания (рис. 6а). При построе+
нии графа учтено, что правиль+
ное выполнение пунктов б) и в)
основывается на правильном вы+
полнении пункта а), но между со+
бой решения б) и в) независимы.

Рис. 6а. Граф задания

Конструирование
модели 

Обозначим вероятность пра+
вильного выполнения пункта
а) через Р1, пункта б) — через
Р2, пункта в) — через Р3, тогда
вероятность неправильного от+
вета равна P0 = 1 – P1 – P2 – P3.
Полная энтропия определяется
выражением:

Находим частные произ+
водные функции Н и прирав+
ниваем их к показателям, соот+
ветствующим информацион+
ным потерям:

Разрешая систему уравне+
ний относительно Р1, Р2 и Р3,

находим искомые модели:

Конструирование модели
на основе частных энтропий h
приводит к той же модели и
здесь не приводится. Граф мо+
дели представлен на рис. 6б: 

Рис. 6б. Граф модели
педагогических измерений 

для тестового задания

Рассмотренные примеры
позволяют рекомендовать при
конструировании моделей с
разветвлённой структурой тес+
товых заданий использовать

измерения
ПЕД

14 2 ’  2 0 1 3

( ) ( )1 2 31 ·H x P P P= − − − −

( )1 2 1 1·ln 1 ·lnP P P P P− − − − −

2 2 3 3·ln ·ln .P P P P− −

1
1

1 1 2 3

ln ;
1

PH
g

P P P P
∂

− = =
∂ − − −

2
1 2

2 1 2 3

ln ;
1

PH
g g

P P P P
∂

− = = +
∂ − − −

3
1 3

3 1 2 3

ln .
1

PH
g g

P P P P
∂

− = = +
∂ − − −

( )
( ) ( )

1
1

1 1 2

exp

1 exp exp

g
P

g g g
=

+ + + +

( )1 3

;
exp g g+ +

( )
( ) ( )

1 2
2

1 1 2

exp

1 exp exp

g g
P

g g g

+
=

+ + + +

( )1 3

;
exp g g+ +

( )
( ) ( )

1 3
3

1 1 2

exp

1 exp exp

g g
P

g g g

+
=

+ + + +

( )1 3

.
exp g g+ +

PI_2_2013_ º.qxd  18.07.2013  13:35  Page 14



графы. С учётом этого можно
предложить следующий упро+
щённый пошаговый алгоритм
конструирования измеритель+
ной модели тестового задания.

Первый шаг — построение
графов. По заданному условию
тестового задания и критери+
альным требованиям к оцени+
ваемым элементам ввести не+
обходимые обозначения и по+
строить граф тестового зада+
ния. Не изменяя структуры
этого графа, ввести дополни+
тельные обозначения и постро+
ить изоморфный граф модели,
служащий основой для постро+
ения математической модели
измерений для данного тесто+
вого задания (пример: рис. 6а и
6б к задаче по физике).

Второй шаг — построение
модели педагогических измере+
ний. Вероятность правильного
ответа Pi на i+й элемент контро+
ля тестового задания для адди+
тивной модели класса модели
Раша определяется по формуле: 

где: путём на графе от началь+
ной вершины Р0 до выбранной
вершины Pi будем называть по+
следовательность дуг графа, со+
единяющих эти вершины; по+
тенциалом пути будем назы+
вать разность частных энтро+
пий начальной и выбранной
вершин пути h0i; работой на

этом пути будем называть
экспоненту от суммы изме+
ряемых показателей, соот+
ветствующих потенциалу пу+
ти exp(g1 + g2 + … + gi). Работа
на графе равна сумме работ на
всех возможных путях графа,
включая работу на его единст+
венной петли от Р0 до Р0 рав+
ную exp(0) = 1.

Например, путь от Р0 до Р3
через вершины Р1 и Р2 пред+
ставляет собой последователь+
ность дуг с суммарным потен+
циалом h03 = h01 + h12 + h13, ра+
бота на этом пути определяется
выражением exp(g1 + g2 + g3).
Если в основе графа лежат
только эти четыре вершины, то
граф содержит 4 различных пу+
ти —  Р0 – Р0, Р0 – Р1, Р0 –
– Р1 – Р2, Р0 – Р1 – Р2 – Р3, с
суммарной работой на графе
1 + exp(g1) + exp(g1 + g2) +
+ exp(g1 + g2 + g3).

Таким образом, описан+
ный процесс конструирова+
ния модели педагогических
измерений даёт разработчику
теста свободу в выборе формы
тестовых заданий. Теперь не
форма тестового задания под+
бирается под известные моде+
ли педагогических измере+
ний, а наоборот, на заданную
форму тестового задания мо+
жет быть сконструирован
свой закон расчёта вероятнос+
тей правильного ответа на его
задания.
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Модель измерения
педагогических
отношений

В предыдущих работах мы обо+
значали эту модель как альтер+
нативную, вкладывая в опреде+
ление «альтернативная» смысл
параллельности к аддитивной
модели Раша и её модификаци+
ям. Отличительной особеннос+
тью этой модели является воз+
можность проведения педагоги+
ческих измерений в пропорцио+
нальной шкале, т.е. возможность
проведения измерений педаго+
гических отношений — относи+
тельных уровней подготовленно+
сти испытуемых и и относитель+
ных уровней трудности тесто+
вых заданий β. Сама математи+

ческая модель имеет вид:
Применение информаци+

онного подхода к описанию мо+
дели измерения педагогичес+
ких отношений принимает ещё
более простой вид. Если из вы+
ражения для частной энтропии
h = –log2P выразить вероят+
ность Р, то получим общий вид
альтернативной модели педа+
гогических измерений P = 0,5h.
И вопрос построения модели
фактически превращается в во+
прос об интерпретации показа+
теля h применительно к про+
блеме педагогических измере+
ний.

Вариант такой интерпрета+
ции представим с иллюстраци+
ями на рис. 7. Монотонно убы+

вающая функция частной энт+
ропии h(P) определена на ин+
тервале (0; 1] с областью значе+
ний (∝; 0]. Для достоверного
события Р = 1, неопределён+
ность такого состояния h(1)=0
бит. Применительно к тесто+
вым испытаниям для участни+
ка с уровнем подготовленнос+
ти θ это событие эквивалентно
нулевому уровню трудности
тестового задания β = 0. С рос+
том трудности тестового зада+
ния вероятность правильного
ответа испытуемым убывает, а
неопределённость такого со+
стояния растёт. Т.е. с ростом
уровня трудности задания β
при постоянном уровне θ рас+
тёт неопределённость состоя+
ния h и вполне допустимо
предположить эту связь про+
порциональной h ~ β.

Рис. 7. График функции частной
энтропии h(P)

Аналогичные рассуждения
можно привести и для фикси+
рованного задания с уровнем
трудности β. Тогда, достоверно
правильное решение задания

измерения
ПЕД
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можно объяснить бесконечно
высоким уровнем подготовлен+
ности испытуемого. Падение
уровня подготовленности ис+
пытуемого и приводит к паде+
нию вероятности правильного
ответа Р и росту неопределён+
ности состояния h, т.е. опять
вполне логично предположить
обратно пропорциональную
связь h ~ 1/θ .

Коэффициент пропорцио+
нальности легко находится из
следующих соображений: ког+
да уровни подготовленности
испытуемого и трудности тес+
тового задания совпадают β = θ
или β/θ = 1, вероятность пра+
вильного ответа на задание
равна 0,5 и мера неопределён+
ности такого состояния опреде+
ляется значением h = 1 бит. От+
сюда имеем h = β/θ или оконча+
тельно выражение модели из+
мерения педагогических отно+
шений: P = 0,5β/θ.

Таким образом, в альтерна+
тивной модели отношение по+
казателей β/θ есть не что иное,
как мера неопределённости со+
стояния «правильный ответ ис+
пытуемого на тестовое зада+
ние», выраженное значением
частной энтропии Шеннона h.

В отличие от информаци+
онного толкования моделей пе+
дагогических измерений класса
Раша, где измеряемые парамет+
ры подготовленности и трудно+
сти выражаются через разность
частных энтропий состояний
«неправильный ответ» и «пра+

вильный ответ», измеряемые
параметры альтернативной мо+
дели выражаются только через
частную энтропию состояния
«правильный ответ». Такая за+
висимость только от одного со+
стояния позволяет использо+
вать альтернативную модель
измерений автономно, без ка+
ких либо процедур согласова+
ния, не только к дихотомичес+
ким тестовым заданиям, но и к
заданиям с произвольным
уровнем градации ответов. На
наш взгляд, единственно воз+
можным «совершенствовани+
ем» такой модели может быть
введение множителя диффе+
ренцирующей способности за+
дания в виде степени к показа+
телю уровня трудности тесто+
вого задания β a.

Критерии
эффективности теста

Аналитические свойства ин+
формационной функции Шен+
нона Н(х) позволяют использо+
вать её при разработке крите+
риев эффективности теста. Су+
ществование максимума энтро+
пии можно определить как оп+
тимальное информационное
состояние вероятностной сис+
темы. Тогда отношение энтро+
пии наблюдаемого состояния
системы к энтропии оптималь+
ного состояния может служить
количественной оценкой ин+
формационной эффективнос+
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ти. Эти достаточно общие рас+
суждения могут найти приме+
нения и в задачах разработки
критериев эффективности пе+
дагогических тестов.

Рассмотрим две таких зада+
чи — задача оценки эффектив+
ности информационного со+
держания теста и задача оцен+
ки эффективности ранжирова+
ния участников теста.

В первой задаче в качестве
наблюдаемого критерия эф+
фективности можно принять
среднее значение энтропии
всей системы вероятностей
правильного ответа испытуе+
мых на тестовые задания. Та+
кие вычисления допустимы
свойством аддитивности функ+
ции Шеннона. Если вероят+
ность правильного ответа i+м
испытуемым на j+е тестовое за+
дание обозначить через Pij, то
относительное значение (в рас+
чёте на один локальный акт от+
вета одним испытуемым на од+
но задание теста) информаци+
онной энтропии теста будет оп+
ределяться по формуле:

где N — количество испытуе+
мых, M — количество тестовых
заданий.

Применение этого крите+
рия следует сопроводить не+
сколькими замечаниями.

Первое. Максимально воз+
можное значение этой функ+
ции Hmax=1бит. Однако в прак+
тике  это состояние недостижи+
мо. Это тот невероятный слу+
чай, когда уровни подготовлен+
ности всех испытуемых совпа+
дают с уровнями трудности
всех тестовых заданий и веро+
ятность каждого правильного
ответа равна 0,5.

При равномерном распре+
делении вероятности правиль+
ного ответа значение функции
Шеннона Нотн. равно 1/2ln2.
Тогда эффективность такого со+
стояния оценивается значением 

или, в про+

центном выражении, 72%. Для
реального теста такое значение
показателя эффективности ин+
формационного содержания
можно рассматривать как до+
пустимое.

На наш взгляд, принимать
этот критерий как целевой при
разработке тестовых заданий
правомерно лишь для решения
задач максимального сбора ин+
формации о подготовленности

всей группы испытуе+
мых. Например, этот
критерий эффективнос+
ти теста можно использо+

вать при контроле знаний
группы обучающихся в процес+
се обучения.

Дело в том, что среднее
значение информационной эн+
тропии теста растёт с увеличе+
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нием доли заданий со средним
уровнем трудности. И крите+
рий Нотн. принимает значения,
близкие к максимуму, когда
все задания имеют уровень
трудности, близкий к средне+
му. Но такие тесты имеют и не+
достатки. С метрической точки
зрения, такие тесты выводят
результаты измерений слабо и
сильно подготовленных испы+
туемых в область высоких по+
грешностей, вплоть до исклю+
чения из анализа результатов
теста. Дидактические недо+
статки таких тестов состоят в
том, что сама природа учебных
знаний имеет различные уров+
ни глубины сложности со+
держания и, соответственно,
трудности их усвоения. При+
водить все контрольные зада+
ния к золотой середине, выяв+
лять только средние знания и
нецелесообразно, и не пред+
ставляется возможным. 

Второе замечание относит+
ся к технологии обработки те+
стовых результатов. Дело в
том, что значение информаци+
онной функции теста Н зави+
сит от принятой математичес+
кой модели педагогических
измерений. И может сложить+
ся впечатление, что этот кри+
терий можно использовать
при выборе оптимально+эф+
фективной модели педагоги+
ческих измерений и определе+
нии её параметров. Назначе+
ние этого критерия другое.
Этот критерий отражает ин+

формационно+содержатель+
ную эффективность подбора
тестовых заданий для группы
испытуемых. Это свойство не
должно зависеть от метода об+
работки результатов теста.

Рассмотрим задачу оценки
эффективности ранжирова+
ния тестируемых испытуе+
мых. Проблема ранжирования
испытуемых обычно ставится
перед тестом при проведении
конкурсных отборов, когда ос+
новной целью тестовых испы+
таний является максимальное
разъединение испытуемых по
уровням подготовленности от+
носительно содержания теста.
Приведём эту задачу к матема+
тическому виду.

Введём индекс ранга k по
числу правильных ответов и
обозначим через nk количество
испытуемых, правильно отве+
тивших на k тестовых зада+
ний. Тогда для N испытуе+
мых справедливо равенство

и можно ввести поня+

тие доли испытуемых, принад+
лежащих k+му рангу 

c условием нормировки 
В этих обозначениях функцию
Шеннона для информацион+
ной энтропии можно записать
в виде: 

где суммирование происходит
по всем значения k от 1 до
М – 1. Последнее выражение
можно трактовать как энтро+
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пия сообщения о ранжирова+
нии испытуемых в результате
тестовых испытаний по всем
возможным ранговым группам.
Максимально возможное зна+
чение Hmax = log2(М – 1) эта
функция принимает при рав+
номерном распределении ис+
пытуемых по ранговым груп+
пам. Тогда эффективность ран+
жирования участников теста
можно характеризовать пока+
зателем Hранж/Hmax.

Совершенно аналогично
можно ввести и показатель
эффективности ранжирова+
ния тестовых заданий по
уровням трудности. Для хо+
рошо ранжированного теста
оба показателя эффективнос+
ти должны быть близки к
единице. Примером идеаль+
ного ранжирования испытуе+
мых и заданий может слу+
жить идеалистический тест
Л. Гутмана, когда профили
подготовленности всех испы+
туемых правильные и каждое
задание чётко различает од+
ного испытуемого.

Примеры расчётов
показателей
эффективности теста

Для иллюстрации свойств вве+
дённых показателей проведём
расчёты для трёх модельных
таблиц тестовых данных, пред+
ставленных на рис. 8. Таблицы
содержат результаты ответов
8 испытуемых на 5 тестовых за+
даний. В правом столбце таб+
лиц приведены доли правиль+
ных ответов каждым испытуе+
мым, в нижней строке — доли
правильных ответов на отдель+
ное тестовое задание. Общая
доля правильных ответов во
всех трёх таблицах данных рав+
на 0,5.

Результаты расчётов пред+
ставлены в таблице. При расчё+
те показателей эффективности
информационного содержания
мы использовали значения ве+
роятности правильного ответа
Pij, полученные на основе ис+
ходных решений схемы Раша.
Если данные таблиц а) и б) да+
ют значения близкие к допус+

измерения
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тимому уровню 0,72, то данные
третьей таблицы дают очень
высокий результат — эффек+
тивность информационного со+
держания теста составляет
95%. Этот результат — предска+
зуем. Именно в третьей табли+
це доли правильных ответов,
как испытуемых, так и на тес+
товые задания, сгруппированы
около среднего значения 0,5, а
значит, и вероятности правиль+
ных ответов на тестовые зада+
ния сгруппированы около ин+
формационно оптимального
значения 0,5.

Проанализируем данные
трёх таблиц с позиций эффек+
тивности ранжирования испы+
туемых и тестовых заданий.
Сначала можно привести не+
сколько общих замечаний для
всех таблиц: 5 тестовых зада+
ний позволяют выделить 4 ран+
говые группы для ранжирова+
ния 8 испытуемых; 8 испытуе+
мых позволяют выделить
семь ранговых групп для ран+
жирования тестовых заданий.

Рассмотрим, как в приве+
дённых примерах распредели+

ли испытуемых 5 тестовых за+
даний. В таблицах а) и б) ре+
зультаты испытуемых равно+
мерно распределены в четыре
ранговые группы по два участ+
ника теста в каждой. Каждая
ранговая группа одинаково за+
полнена испытуемыми, эффек+
тивность ранжирования испы+
туемых оптимальная с единич+
ным значением показателя.
В таблице в) результаты испы+
туемых сгруппированы в две
ранговые группы по четыре
участника в каждой, а две ран+
говые группы не заполнены.
В этом случае набор тестовых
заданий не разделил участни+
ков теста по всем возможным
ранговым группам, показатель
эффективности ранжирования
отразил этот результат значе+
нием 0,5.

Рассмотрим распределения
заданий. При ранжировании
5 тестовых заданий по 7 воз+
можным уровням неизбежны
вакансии. Но если в таблице а)
только две ранговые группы
оказались свободными, в таб+
лицах б) и в) тестовые задания
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Таблица
данных

Показатель
эффективности

информационного
содержания

Показатель эффективности
ранжирования

испытуемых заданий теста

а) 0,69 1 0,83 0,83

б) 0,73 1 0,49 0,49

в) 0,95 0,5 0,49 0,24

Таблица 
Информационные показатели эффективности теста 
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распределены в три группы в
количествах 1, 3, 1, оставив не+
заполненными 4 ранговые
группы. Эти свойства теста от+
ражены значениями показате+
лей эффективности тестовых
заданий 0,83 для таблицы дан+
ных а) и 0,49 для данных таб+
лиц б) и в). И наконец, в по+
следнем столбце таблицы при+
ведены показатели эффектив+
ности ранжирования всего тес+
та, как произведения показате+

лей эффективностей ранжиро+
вания испытуемых и тестовых
заданий.

Таким образом, введённые
информационные показатели
эффективности количественно
отражают выделенные свойст+
ва теста и могут найти приме+
нение как в анализе результа+
тов тестирования, так и в виде
рекомендаций к конструирова+
нию нового теста или совер+
шенствованию имеющегося.
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НАЗВАНИЕ СТАТЬИ (пишется строчными буквами, жирный
шрифт). 

Под названием статьи: имя и фамилия автора — пишутся полно+
стью, справа. Название вуза — пишется полностью, справа. 

Адрес электронной почты автора — пишется справа. 
Статье предшествует небольшая (до 10 строк) аннотация. Рас+

стояние между строчками в аннотации — один интервал, отступ сле+
ва и справа — по 2,5 см. Аннотация заканчивается перечислением
примерно пяти+девяти ключевых слов. 

Рекомендуемый примерный объём статьи — до 30 страниц. Текст
статьи рекомендуется разделить несколькими подзаголовками, из
примерного расчёта по одному заголовку на две+три страницы текста.

Сноски делать постраничные, шрифт в сносках Times New
Roman, 11 размер.

Жирный шрифт в тексте желательно не использовать. Расстоя+
ние между строчками в тексте статьи — полтора интервала.

Отступы в статье справа и слева — по 2,5 см. 
Абзацный отступ – обычный, 1,27 или 1,25 см. 
Статью высылать по адресу: testolog@mail.ru

Издательство «Народное образование» предполагает, что авто+
ры статей являются — или должны стать — подписчиками журна+
ла, а потому прекращает рассылку бесплатного авторского экземп+
ляра. 

Высылается только оттиск статьи (.pdf)
Публикация статей в журнале бесплатная.
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